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В ведение
Пусть У -  счетный алфавит, через У+ и У* мы обозначим соответственно 
свободную полугруппу и свободный моноид над У. Тождеством над алфа­
витом У называется пара слов и уу Е £ + , которая обозначается посредством 
формального равенства и — у. Моноид М  удовлетворяет тождеству и — г, 
если для любого гомоморфизма р: У+ -А М  выполняется шр — ур. Если 
I  -  некоторое множество тождеств, то говорят, что тождество и — у следу­
ет из / ,  если любой моноид М, удовлетворяющий всем тождествам из / ,  
удовлетворяет также тождеству и — у. Моноид М  называется конечно бази- 
руемым , если все тождества этого моноида следуют из некоторого конечного 
набора его тождеств (базиса тождеств моноида М); в противном случае М  
называется бесконечно базируемым. Пусть Л4 -  некоторый класс конечных 
моноидов. Проблема конечного базиса для класса М  состоит в том, чтобы 
определить, какие моноиды из Л4 являются конечно базируемыми и какие -  
бесконечно базируемыми.
Решение проблемы конечного базиса известно для класса всех конечных 
групп. А именно, в работе [5] доказано, что любая конечная группа является 
конечно базируемой. Для конечных моноидов это условие может не выпол­
няться. Первый пример такого рода был приведен в работе [6]. Им стал шес­
тиэлементный моноид Брандта В \ , который может быть представлен в виде 
полугруппы 2 х 2-матриц
относительно обычного матричного умножения. Естественно возникает зада­
ча классификации конечных моноидов с точки зрения конечной базируемо- 
сти их тождеств. За последние 40 лет в этом направлении проделана большая
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работа, результаты которой по состоянию на 1985 и 2000 гг. систематизиро­
ваны в обзорных статьях [1, гл. II] и [7] соответственно. Однако для ряда 
конкретных конечных моноидов, важных для теории и приложений, все еще 
неизвестно, конечен ли их базис тождеств. Исследованию некоторых таких 
«неподдающихся» моноидов посвящена данная работа.
Пусть Х п -  п-элементное линейно упорядоченное множество, которое 
для определенности мы будем отождествлять с отрезком натурального ряда
1, . . .  Среди всех моноидов преобразований этого множества мы выделим 
так называемый базисный каркас, состоящий из тех моноидов, преобразова­
ния которых характеризуются некоторой комбинацией следующих четырех 
фундаментальных свойств:
-  всюду определенность;
-  инъективность;
-  монотонность (частичное преобразование а  называется монотонным , 
если для всех гщ, принадлежащих области определения а, из г ^   ^
следует, что г.а ^  фаф
-  направленность (частичное преобразование а  называется направлен­
ным,, если г ^ г.а для каждого г из области определения а).
Перечислим моноиды преобразований множества Х П1 которые характеризу­
ются каждым из названных свойств по отдельности:
-  7п, моноид всех всюду определенных преобразований, симметрический 
моноид;
-  1 п, моноид всех частичных инъективных преобразований, симметри­
ческий инверсный моноид;
-  7^(9П, моноид всех частичных монотонных преобразований;
-  7^ £п, моноид всех частичных направленных преобразований.
Каждый другой моноид из базисного каркаса получается как теоретико-мно­
жественное пересечение каких-то из только что указанных моноидов. Напри­
мер, моноид 5 П =  ТПП 1 П состоит из всех всюду определенных инъективных 
преобразований и, разумеется, есть не что иное, как группа всех перестановок 
множества {1, . . .  ,п} (симметрическая группа).
При п > 2 базисный каркас состоит из 13 моноидов, изображенных на 
диаграмме (рис. 1). Нетривиальные моноиды, представленные на диаграмме, 
интенсивно исследовались с самых разных точек зрения. Много внимания 
уделялось, например, вопросам их характеризации в терминах образующих 
и определяющих соотношений, см. недавний обзор [2]. Псевдомногообразия,
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Рис. 1
порождаемые этими моноидами, оказались весьма важными с точки зрения 
приложений алгебры в теории формальных языков, см. обзор [4].
Однако проблема конечного базиса для ряда моноидов базисного каркаса 
долгое время оставалась открытой. Очевидно, что моноид S n (являющийся 
группой) и {1хп} конечно базируемы. С другой стороны, несложно показать, 
что моноиды Тт V O n, I n , Оп и V O Xn бесконечно базируемы при п ^  3. Про­
блема конечного базиса для 0 £ п была решена в [8], где было показано, что 
этот моноид бесконечно базируем тогда и только тогда, когда п ^  5. Беско­
нечная базируемость моноидов £n+i, V £ n и V O £ n при п ^  4 была доказана 
в [3]. Вопрос о конечной базируемости оставшихся моноидов V £X n и V O £X n 
был в явном виде сформулирован в [7].
Основным результатом данной работы является следующее утверждение.
Теорема 1. Д ля  любого натурального числа п  ^ 4 моноиды V £X n и V O £X n 
не имеют конечного базиса тождеств.
Отметим, что ситуация, когда в последовательности моноидов преобразова­
ний конечного множества (заиндексированной в соответствии с размером это­
го множества) все моноиды являются бесконечно базируемыми за исключе­
нием, быть может, нескольких в начале последовательности, является весь­
ма общей. Исключительно интересной представляется проблема, состоящая 
в том, чтобы отыскать причину, по которой «достаточно большие» моноиды 
преобразований оказываются бесконечно базируемыми. Однако имеющиеся
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на сегодняшний день методы доказательства бесконечной базируемости не 
дают подходов к решению столь общей задачи.
Проблема конечного базиса для моноидов ТЕХъ, ТЕХз, ТОЕХъ и ТОЕХ з 
остается открытой.
Работа состоит из двух параграфов. В первом параграфе приводится опи­
сание тождеств рассматриваемых моноидов преобразований. Второй пара­
граф посвящен доказательству теоремы 1.
1 . Описание тож деств моноидов Т £ Х п и Т О £ Х п
Введем необходимые определения. Пусть щгг -  слова над алфавитом 
X. Будем говорить, что слово и является разбросанным подсловом слова 
гг, если и = <21 • ••ат , где а 1, . . . , а т  Е X, и можно подобрать такие слова 
го0,го1, . . .  ,гот _ 1,г(;т  £ £*, что
IV =  и]0а1и]1 ■ ■ ■ ют - 1ага№ш; (1)
другими словами это означает, что буквы слова и входят в гг в качестве 
подпоследовательности. Очевидно, что если и является разбросанным под­
словом слова гг, то гг может иметь несколько представлений в виде (1). 
Представление (1), для которого справедливы условия щ с(гт^_1), где 
г — 1 , . . . ,  га, будем называть первым вхождением слова V в слово гг, а факто­
ры гго,гг1, . . . ,  ггш, участвующие в этом представлении, -  факторами первых 
вхождений и в т. Если для слова гг существует всего одно представление 
вида (1), то слово и назовем уникально разбросанным подсловом слова гг. 
Следующее свойство уникально разбросанных подслов будет полезно нам в 
дальнейших рассуждениях.
П редлож ение 1. Пусть и -  разбросанное подслово слова гг и представле­
ние (1) является первым вхождением слова и в гг. Д ля  того чтобы слово и 
являлось уникально разбросанным подсловом слова гг; необходимо и доста­
точно, чтобы выполнялись условия щ £ с ( г д л я  всех г — 1, . . .  , га.
Доказательство. Необходимость данного условия практически очевидна. 
Действительно, пусть найдется такое значение щ, что щ0 Е с(гг^). Следова­
тельно, слово гг 0^ можно представить в виде гг 0^ =  щ 0щ0и^о для некоторых 
слов щ0,г/'о Е X*. Обозначим через ^  ! слово гс^ 0_ 1Щ0щ0. Тогда слово гг
может быть представлено в виде
т = тоаг • • • щ0_ 11г '0_ 1а г Х 0щ0+1 • • • аттт ,
что противоречит тому, что и является уникально разбросанным подсловом 
слова гг.
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Предположим теперь, что для всех значений г — 1 , . . . , г а  выполняют­
ся условия щ £  с(лд). Покажем, что у является уникально разбросанным 
под словом гг. Предположим противное, т. е. пусть существует еще одно пред­
ставление слова гг в виде
V) = т'0а1т[ ■ ■ • гу^ п_ 1ат гу^. (2)
Обозначим через к{ и к[ номера позиций букв щ в представлениях (1) и (2) 
соответственно. Поскольку (1) является первым вхождением слова V в гс, то, 
очевидно, выполняются неравенства к{ ^  к\ для всех г =  1 , . . . , га .  Следуя 
нашему предположению, найдется такое число го, что А^0 < к\^. Поскольку 
буква щ0 не содержится в слове лд0, то А^0+ 1 ^  К 0> откуда А^0+ 1 < ^ 0+1* 
Индуктивно продолжая эти рассуждения, мы получим, что кт < к!т1 следо­
вательно, ат Е с(гсш), что противоречит условию предложения.
Обозначим через С& набор всех таких тождеств гс =  л/, что выполняются 
следующие три условия:
1) с(гс) =  с(гс');
2) для любого т  ^  к множества уникально разбросанных подслов длины 
т  слов гг и гг7 должны совпадать;
3) если для уникально разбросанного подслова V — а\ • • • ат длины т  ^  к 
имеют место представления
т = гсощгщ • • • гтт _1ат ггш
и
V) = Д а х Д  • • •
то для всех г =  0 , . . . ,  т  должны совпадать алфавиты факторов первых 
вхождений: с(лд) =  с(гт').
Основным результатом данного параграфа является следующее утвержде­
ние.
П редлож ение 2 . Д ля  любого натурального числа п множество Сп совпа­
дает с множеством всех тождеств, выполненных в моноидах Т £ Х п + 1 и 
Г О £ 1 п+1.
Доказательство. Пусть М  -  любой из моноидов ХЕХп+х и Р О £ Т п+1 . Мы 
покажем, что тождество и) — и)' выполняется в М  тогда и только тогда, когда 
это тождество содержится в множестве Сп.
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Пусть тождество гг — гг7 выполнено в М . Проверим, что алфавиты слов 
гг и л / совпадают. Предположим противное, пусть х  Е с (гг) и х  ^  с(гг7). 
Обозначим через 0пщ  такое преобразование, что г.Опщ  не определено для 
любого г — 1 , . . . ,  гг +  1. Рассмотрим следующий гомоморфизм ф : Е* —»• М:
, ( е, если а Ф х,
= 1 п[ ип+1, если а — х.
Тогда очевидно, что тф — £, а т'ф — 0пщ, что противоречит выполнимости 
тождества гг — гг7.
Пусть у =  а\а2 •••ат , где т  ^  п, -  уникально разбросанное подслово 
слова гг. Рассмотрим первое вхождение (1) слова у в гг и определим гомо­
морфизм : Е* —»• М  по следующему правилу: пусть а Е £, положим
г, если а Е с(гтщ1),
г +  1, если а — щ,
не определено, в противном случае,
т  +  1, если а Е с(гтш),
не определено, если а ^ с(ггш);
для г =  1, . . . ,  га;
и 3-(ар) =   ^ для  ^ =  га+2, . . . , гг+1.  Легко понять, что определенное таким об­
разом преобразование является направленным и монотонным. Покажем, что 
данное преобразование является еще и инъективным. Очевидно, что доста­
точно проверить, что для любого г — 1 , . . . ,  п справедливо {.(ар) /  (г +  1 ).(ар). 
Предположим противное: пусть число щ таково, что гофар) =  (щ +  1 ).(ар). 
Тогда, пользуясь определением преобразования ар, мы можем заключить, 
что гофарф — (го +  1).(ар) =  щ +  1. Из этого следует, что а — щ0 и а Е с(гг^0), 
что противоречит тому, что слово у является уникально разбросанным под- 
словом слова гг. Следовательно, преобразование ар  является инъективным и 
поэтому содержится в моноиде М.
По построению 1.(уор) — га +  1, следовательно, 1.(гг'р) = гп + 1. Легко 
проверить, что данное условие может быть выполнено только в том случае, 
если у является разбросанным подсловом гг7 и для первого вхождения г» в гг7 
справедливы включения с(гг7) С с(тф, где г =  0 , 1 , . . . , т .  Из этих условий 
следует и тот факт, что слово у является уникально разбросанным подсловом 
слова гг7. Обратные включения получаются из симметричных рассуждений.
Теперь предположим, что тождество гг =  гг7 содержится в множестве Сп. 
Покажем, что для любого гомоморфизма р  : X* —»• М  и любого натурального 
числа ко — 1, . . .  ,гг +  1 выполняется кофхор) — кофхо'р). Построим разбросан-
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ное под слово V — а\ • • • ат слова гг, удовлетворяющее следующим свойствам:
т =  гсощгсд, причем к.{уо$(р) — к , /г.((гс?оа 1) — к\ фк \  
гсд =  гщс^гщ, причем Ад.(гщ</?) =  Ад, Ад.((гщс^)^) — Ф Ад;
» 1,-2  =  г0го-1От г0т ,  причем &т _ 1.(г<;т _1 Д  =  А;т _ 1;
1 -((^т—1®т)Д =  т^о Ф &т—15 
£;.(«; Д  =  /гто.
Очевидно, что длина построенного слова V не превосходит п, а представление
гг =  гсощгщо^ • • • гст _ 1ат гсш
есть первое вхождение слова V в гс. Покажем, что V является уникально раз­
бросанным под словом слова гс. Действительно, если предположить, что для 
некоторого г — 1 , . . .  , га справедливо условие щ Е с(лд), то по построению лд 
имеем кг.(и]цр) — к{. Поскольку щ Е с(г*д), то и кг.(ацр) — к{. Но в соответ­
ствии с выбором щ выполняется условие кг-1 .(ацр) — Ащ что противоречит 
инъективности ацр. Следовательно, слово V является уникально разбросан­
ным под словом слова гс.
Тогда слово V является также уникально разбросанным подсловом слова 
гг7. При этом первое вхождение слова V в гг7
«/ =  Д а х Д а г  • • • т'т_ хатт'т
удовлетворяет условиям с(гсо) =  с(гтд), с(гщ) =  ДгД) , . .. ,с(гсш) =  с(гс^). 
Очевидно, что
=  Аго-СДД =  к0, ^•((■шоахг/ДД =  М ДСДсчД )Д  =  &ъ • • •
. . .  Ло-((г«оа1^ 2 ---«'то_ 1ат и;то)Д  =  ^ - ( ( Д а х Д  • • • ад^_1ат и;^)^) =  кт.
Все необходимые случаи рассмотрены, предложение доказано.
2 . Доказательство теоремы 1
Данная теорема немедленно следует из предложения 2 и следующего ре­
зультата.
П редлож ение 3. Д ля  любого натурального числа п ^ 1 система тож­
деств Сп+2 бесконечно базируема.
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Доказательство. Для доказательства бесконечной базируемости системы 
тождеств Сп+2 мы для любого достаточно большого числа га построим тож­
дество от га переменных, содержащееся в 2, которое не может быть вы­
ведено из тождеств этой системы от меньшего числа переменных.
При доказательстве данного предложения мы будем пользоваться тео­
ремой Биркгофа о полноте, дающей синтаксическое описание понятия вы­
водимости из некоторой системы тождеств. Напомним формулировку этой 
теоремы.
Теорема Биркгоф а 1. Нетривиальное полугрупповое тождество w — w' 
следует из системы тождеств I  тогда и только тогда, когда найдутся 
слова Г0Щ1, . . .  Щ/с Е Б + такие, что w = vq, w ' = и для любого i — 1 , . . . ,  k
существуют Si,ti Е Б* и гомоморфизм Q : S + —»• S + ; что i =  Si(uiQ)ti,
Vi =  S i i u ' ^ t i  и тождество щ — и[ принадлежит системе I.
Пусть х \ , . . .  , х т -  попарно различные буквы алфавита S. Через и 1ёГ
мы будем обозначать следующие слова:
=  X l - - - X m , ^  = х т - - - х  1 -
Напомним, что слово w Е Б* называется изотермом относительно системы 
тождеств / ,  если I  не содержит нетривиальных тождеств, одной из частей 
которых является слово w. Прежде чем приступать к рассмотрению случа­
ев, мы докажем следующий вспомогательный результат, который будет нам 
полезен в дальнейшем.
Л емма 1. Пусть гг, гг' -  слова над S ; ip : S* —> S* -  гомоморфизм. Если 
c(w) Э c{w'), илр = и w'ip = *z , то слово гг' содержит как минимум т  
различных букв.
Доказательство. Поскольку слово w'ip есть произведение различных букв, 
то все буквы слова гг' также различны. Кроме того, слова гг ip и w'ip не имеют 
общих под слов длины 2. Следовательно, для любой буквы у Е с(гг') длина 
слова yip не превосходит 1. Поэтому слово гг' содержит как минимум т  раз­
личных букв.
Для любого га ^  1 рассмотрим тождество
Щ Ъ ) пх2т = (з)
которое, очевидно, содержит га переменных. Мы покажем, что данное тож­
дество содержится в системе 2 и не может быть выведено из тождеств 
этой системы от меньшего числа переменных.
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Л емма 2 . При любых т  тождество (3) содержится в системе Сп+2 -
Доказательство. Легко заметить, что алфавиты слов в правой и левой ча­
стях тождества (3) совпадают. Проверим, что эти слова содержат одинаковые 
множества уникально разбросанных под слов. Очевидно, что любое уникально 
разбросанное подслово у слова ~^(1ёГ)пж^ такое, что длина слова у не пре­
восходит п +  2 , не может заканчиваться буквой х т. Следовательно, слово у 
является разбросанным под словом слова Л^(1ёГ)п, а значит и слова пх ът.
Из того что у является уникально разбросанным подсловом слова ( **Т х т> 
немедленно следует выполнение этого условия и для слова 1^(1ёГ)пж^. Ана­
логично проверяется и то, что любое уникально разбросанное подслово сло­
ва пх ът является уникально разбросанным подсловом слова ~^(1ёГ)пж^.
При этом легко понять, что алфавиты факторов первых вхождений для об­
щих уникально разбросанных под слов будут совпадать.
Л емма 3. Пусть гг Е £ + -  собственное подслово слова пх 2т . Тогда гг
является изотермом относительно системы Сп+2 -
Доказательство. Очевидно, что достаточно проверить, что изотермами яв­
ляются слова ьи =  Х2 * * * х т (*г )пх 2гп и гг' =  (*г)пх т. Пусть тождество ьи =  у 
содержится в 2- Слово Ж2Жз+1 является уникально разбросанным подсло­
вом слова гг. Следовательно, по определению системы 2, это слово явля­
ется уникально разбросанным подсловом слова у, а из равенства алфавитов 
факторов первых вхождений следует, что и = Ж2Ж3Щ д л я  некоторого У\ Е £*. 
Рассматривая слова жзж™+1, . . .  , жш_2Ж^Д11, аналогичным образом доказыва­
ется, что у = Х2Х3 • •' х т- 1У2 - Слово ж^Ф\ является уникально разбросанным 
подсловом слова гг, поэтому у =  Ж2Ж3 • • • х т- \ х ти3. Проведя аналогичное рас­
суждение для слова Жгажга_1., мы получим, что у =  Ж2Ж3 • • • х тх тх т-\У/±. Да­
лее, рассмотрев уникально разбросанное подслово легко понять,
что у =  Ж2Ж3 • • • х тх тх т- 1Хт- 2Уь- Продолжая этот процесс для слов вида 
для к — 1, . . . ,  гг и р =  га , . . . ,  2 , принимая во внимание тот факт, 
что длина этих слов равна п +  2, получаем, что у = х 2Ж3 ••• х т(^г)пу^. И на­
конец, рассмотрев слово ж^ж^, получаем, что и =  Ж2Ж3 • • *жш(1ёГ)пж^ =  гг.
Доказательство того, что слово 1^(1ёГ)пжт  является изотермом, проводит­
ся аналогично.
Л емма 4. Пусть нетривиальное тождество гг =  ~ (^1ёГ)пж^ содержится 
в Сп+2 • Тогда слово гг имеет вид
VI ЕЕ 1 ^ ) Л 4
длл некоторого к > 2 .
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Доказательство. Проведя рассуждения, аналогичные доказательству лем­
мы 3, можно получить, что слово т имеет вид гг =  -1 {Ъ)ПУ для некоторого 
слова у Е Б + . Предположим, что с{у) /  {хт}. Тогда найдется такая буква 
Ф %гт что Е с (г). Следовательно, буква встречается в слове гг бо­
лее п +  1 раза, что противоречит тому, что Яд+1 является общим уникально 
разбросанным подсловом слов гг и ~г^ (1ёГ)пж^. Таким образом, с(и) — {хт}. 
Поскольку слово (^г)пх т является изотермом относительно 2, то слово 
гг может быть представлено в виде гг =  для некоторого к > 2 .
Нам необходимо проверить, что тождество не мо­
жет быть выведено из тождеств моноидов от меньшего числа пере­
менных. Для этого рассмотрим произвольный вывод данного тождества, т. е. 
последовательность
*Д Ъ ) пх 2т = 170, 171, . . . ,  17^(1* )" ЕЕ 1? ,
где для любого г найдутся слова 5г,Д Е Б*, гомоморфизм Д : Б + —> Б + и
нетривиальное тождество и{ — гф содержащееся в 2, что
=  5фщД)Д, 1Д =  5Дг/'Д)Д.
Из леммы 3 следует, что 51 =  Д =  г, т. е. (^г)пх т =  Дг/р а п0 лемме 4 
слово гфД имеет вид гфД =  для некоторого к > 2 .
Поскольку слова г/1 и гф не равны и г^Д является подсловом гфД, то 
возможны только следующие два варианта: либо щ  и гф различаются хотя 
бы в одной позиции, либо и\ является подсловом слова гД. Предположим, что 
имеет место первый вариант, т. е.
П\ — 5о<25, Щ — 5оЪв , (4)
где р Е Б*, а, Ь Е Б, а /  Ъ. При этом можно считать, что аД /  ЬД.
Пусть, как и выше, преобразование т переставляет буквы а и Ь: ат =  6,
Ьт — а. Справедлива следующая лемма.
Л емма 5. Пусть для некоторого I  ^ 0 имеет место представление
и\ =  5(Щ51652 • • • ат^5г+1, гф =  50^5^*252 • • • Ь т ^ +1,
где 5о, 5 1 , . . . ,  5^+1, 5Д . . .  5^+1 Е БД а, Ь £  с(5*); а, Ь £  сД ') длл веет; 0 <  г Д С 
Тогда найдутся такие слова 5о, . . . ,  ^г+ъ ^ + 2  ? 5/ъ . . . ,  5Д+1, 5Д+2;
г/1 =  5о<251 ^ 2  • • • <ТГ^+15г+2> ^1 =  ^0^5/1в5/2 * * * Ьт^+15'г+2?
где а, Ь £  сДД, а, Ь £  сД'Д длл веет; 0 <  г Д ^ +  1.
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Доказательство. Обозначим через р и д количество вхождений букв а и Ь 
соответственно в слово и\.  Поскольку тождество щ  = и± содержится в 2, 
то с(щ)  =  с(гф). В частности, буква Ь содержится в слове щ.  Нетрудно по­
нять, что слова а(д и начинаются с одной и той же буквы, следовательно 
сумма р +  д не может быть больше п +  3. Это, в свою очередь, означает, что 
р ^ п  +  2 и д ^ п  +  2. Следовательно, слова аР и Ьд являются уникально раз­
бросанными под словами слова щ,  а значит и слова и[. Поэтому количество 
вхождений букв а и Ь в слово и[ также равно р и д соответственно.
Из этого следует, что для любого натурального числа г — 1 , . . . ,  р — 1 ал­
фавиты факторов слов щ  и г^, «зажатых» между г-м и (г +  1)-м по порядку 
вхождениями буквы а, совпадают. Аналогичное условие можно сформули­
ровать и для факторов слов щ  и гф, «зажатых» между последовательными 
вхождениями буквы Ъ.
Кроме того, нетрудно понять, что алфавиты слов \ и совпа­
дают. Это означает, что буква ат^  — Ьт^ +1 содержится в слове з^+1. Сле­
довательно, =  5/ +^1Ьт^+15/ +^25 гДе Ьт^1 £  с(У^+1). Аналогичным об-
  — Щ1—разом можно получить следующее представление: =  д ^ а т  ^ гДе
ат^+1 ^  фд^щ). Осталось проверить, что ат^+1 ^  и 6т^+1 £  с(д^+1).
Предположим противное, пусть ат^+1 Е Обозначим через г' по­
рядковый номер вхождения буквы встречающейся в слове и[ между фак­
торами 5^  и 5^ +1. Очевидно, что г7-е вхождение этой буквы в слово щ  находит­
ся перед фактором д^ . Следуя нашему предположению, между г'-м и (г' +  1)-м 
вхождением буквы Ът^  в слово и[ присутствует буква ат^+1. Однако это не 
верно для слова щ: фактор, «зажатый» между г'-м и (г ' +  1)-м вхождением 
буквы равен дщт%£+1. По условию леммы ат^+1 £  с(д^); выше мы по­
казали, что ат^+1 £  с (^ + 1). Таким образом, наше предположение неверно и 
ат^+1 ^  с(5^+1). Условие 6т^+1 £  с (5^+1) проверяется аналогично.
В дальнейшем нам будет полезно следующее практически очевидное на­
блюдение.
Л емма 6 . Буквы а иЬ встречаются в слове «о-
Доказательство. Обозначим через I и £' количество вхождений букв а и Ь 
соответственно в слово $о- Тогда между £-м и (£ +  1)-м вхождением буквы а 
в слово и 1 встречается буква Ъ. Следовательно, Ь встречается и между соот­
ветствующими вхождениями буквы а в щ ,  и поэтому Ь Е с($о)- Аналогично 
доказывается, что а Е с($о)-
Обозначим через первую букву слов а(  1 и 6(д. Мы предполагали выше, 
что слова и\  и и[ могут быть представлены в виде (4). Поэтому мы можем
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применить лемму 5 для t  — 0 и далее по индукции применять ее до t  — п + 1 . 
Тогда мы получаем, что буква Xj встретится в слове (asibs2 • • *arn+2sn+s)Ci 
как минимум п +  3 раза, следовательно, она не может встретиться в слове 
зоСъ поэтому а £  c(so), что противоречит лемме 6.
Таким образом, мы получаем, что слово и\ является под словом слова 
т. е. найдутся такие t Е S, щ  Е £ * , что и[ = и\Ш \. Несложно понять, что 
буква t должна содержаться в слове щ ,  кроме того, количество ее вхожде­
ний не может быть меньше п +  3. Поскольку единственным под словом слова 
пх 2ш, встречающимся не менее n +  З раз, является жш, то буква t долж­
на встречаться в щ  ровно п +  3 раза и =  х т. Тогда слова щ  и могут 
быть представлены в виде
Ul =  r 0t t r 2 ■ ■ ■ rn+l t 2, 111 =  r 0t t r 2 ■ ■ ■ rn+l t 2tUl.
П ри ЭТОМ roCl =  XI ■ ■ ■ Xm—\ И r2Cl =  Xm—\ ■ - - XI.
Покажем, что c(ro) ^  c(r2). Предположим противное, т. е. пусть найдется 
некоторая буква ж, такая что х  Е с(7*2), но ж ^  с(го). Поскольку Г2С1 есть 
произведение различных букв, то все буквы слова г 2 также различны. Сле­
довательно, буква ж встречается в слове г2 ровно один раз. Тогда слово x tn+1
является уникально разбросанным под словом слова щ,  но не является тако­
вым для что противоречит определению системы 2- Следовательно, 
с(г0) D с(г2).
Применив лемму 1, мы получаем, что |c(r2)| =  т  — 1, поэтому тождество 
щ  = и i содержит как минимум т  переменных.
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